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Grundlegende Zusammenhange Methoden und Beispiele

C| Binomischer Satz

Fakultat und Binomialkoeffizienten

Firn € Ny und k € Ny mit kK < n wird

i 3t n! fi n n! . .
die Fakultat n! fir n > 1 durch (k) = Tl B| Umentwickeln eines Polynoms

n=1-2-. . -n sowie O0!:=1 der Binomialkoeffizient .n iber k° D efi n iti O n e n Die Entwicklung eines Polynoms um & € R erhélt man, indem man die additive Darstel- I\/I eth Od e n

lung eines verschobenen Polynoms berechnet.

IN roten Boxen | INn grinen Boxen

definiert und genannt.

Hinweis: Esgilt () =1und (7) = 1.
Um ein in der Variablen x gegebenes Polynom p um ¢ € R zu entwickeln, setzt man

Beispiele: Beispielsweise sind x = (t + &) in das Polynom ein und berechnet die additive Darstellung des Polynoms
> 21=1.2=2 in der Variablen t. Dabei ergibt sich als Koeffizient von t* der Vorfaktor by s aus der
' ’ " Entwicklung von p um £&. V I I t ~ d "
> 51=12:3= 6und Mathematische | , ollstandig
> (5) = 5! = 1:2:3:45 = 45 = 25 =10 B . . . .. . .
2 (5-2)1-2! — (1-23)-(1-2) _ 12 1 . Die Methode funktioniert auch bei nicht in einer Standard-Darstellung gegebenen

Bemerkung: In der Kombinatorik befasst man sich mit der Frage, wie viele Mog- Z usammen h an g e Polynomfunktionen. d urcC h g erecC h N ete

lichkeiten es fiir ein bestimmtes Auswahlverfahren gibt. Dort wird gezeigt, dass die Zahl

(;) die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge angibt. Somit i n b I au e n B Oxe n | B e i S p i e I e i n

ist (¢) fir n € Ny und k € Ny mit k < n stets eine natiirliche Zahl.

EntwickelnSie p: R - Rmit  x— p(x) =2x3+(x-2)-(x+1)=-3x um{:=2.
Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen kann eine Verallgemeinerung der ersten

beiden binomischen Formeln auf eine beliebige Potenz n € N, einfach aufgeschrieben Losung:  Fir alle t € R gilt wegen (a+b)’ = @’ +3a’b + 3ab® + b’ O ran g e n e n B Oxe n

werden. Die Aussage wird allgemeine binomische Formel, binomischer Lehrsatz pt+2) =2 (1+2) + (1 +2)—2) - ((1+2) +1) =3 (1 +2)

d hlicht bi isch . 2
oder schlicht binomischer Satz genannt AngereIChert durCh (612t 48) 1 (43) =3~ 6
\ =20 +12t° + 24t + 16+t + 3t = 3t — 6

Fur alle n € N, sowie alle reelle Zahlen a und b gilt Ku rz belsplele = 2> + 13t% + 24t + 10.

(a+b)" = (n)-a”+(n)-a”‘1b+...+( b )-ab”‘1+(n)-b”
0 1 n-—1 n

Mit t := x — 2 ergibt sich fur alle x € R die Entwicklung von p um 2 zu

S (n) at k. pk,
= \k p() =2 (x—2)° +13- (x — 2)> +24 - (x — 2) + 10. .

Tipps und Tricks Typische Fehlerquellen

E| Grenze beim Abspalten eines Summanden nicht einsetzen

A | Die Tunnelbohrmethode

Mochte man den letzten Summanden einer Summe abspalten, so darf man nicht nur

Fiir manche Induktionen bietet sich im Induktionsschritt die Tunnelbohrmethode an: die obere Grenze zur Rest-Summe addieren. Die obere Grenze muss in die Vorschrift zur
Da die zu beweisende Aussage A(N + 1) bekannt ist, kann man bei Summen und Pro- Bildung der Summanden eingesetzt werden.
duktformeln, Ungleichungen oder Ahnlichem die linke und die rechte Seite der Aussage . Beisniel: Es oilt al .
notieren und dann — ausgehend von beiden Seiten — Termumformungen oder Abschit- Alt t eisprel: LS gllt also H - f ft t d
zungen vornehmen, bis sich die beiden Terme in der Mitte treffen. Auf diese Art werden e rn a Ive a.u I g a.u re e n e

n+l ;[ n k n+l 4 | +1 n k
auch manchmal Tunnel gebohrt: Statt nur von einer Seite zu Bohren, bewegen sich zwei Z % é (n+1)+ Z %, sondern Z % Z (n+1)" k .
' k=1 " k=1 "

Bohrer von beiden Seiten aufeinander zu. Lbsu ngsmethOden P (n+1)! +k=1 k!

In der alternativen Darstellung des Induktionsschritts zum Beispiel ,Summenformeln
mit dem Summenzeichen® wurde die Tunnelbohrmethode bereits angewandt. D | a nicht ausklammern

Fehler

Wird horizontal skaliert und verschoben, so muss das Argument in der Form a - (x + %)

B | Abkiirzungen einfiihren

——— X We ite rfu h re n d e geschrieben werden. Nur so fiihrt die Verschiebung zum gewiinschten Ergebnis. D I d akti SC h anbe re itet’

Beispiel: Zeichnen Sie den Graphen von f: [-1;1] — R mitx > f(x) = sin(Z* + 1).

In einigen (Un-)Gleichungen ist es eventuell einfacher, die zu Grunde liegende Struk- A ~ t l6suns:  Den Graph [{_m.q4x R mit x o d - h . ht
tur zu erkennen, wenn man eine Abkiirzung fiir bestimmte Terme einfuhrt. nsa Ze OSUNE: en Lraphen von g: [ 2’ 2] - mEx 9(x) = sin(x) muss man SO aSS S I C n IC S

zunéchst mit dem Faktor 2 in horizontaler Richtung skalieren, hier also stauchen:

Nachdem man dann die Lésungen der transformierten (Un-)Gleichung gefunden

. . . .. . . . .. y y u N
hat, kommt man mit Hilfe einer Riicksubstitution zuriick zu den Ldosungen der F I h p gt
Ursprungs(un-)gleichung. 1T | | T W a SC eS el n ra.
N ) . (@ 1-7 . Gy Skalieren mit _
Exponential(un-)gleichungen lassen sich zum Beispiel manchmal durch eine Substi- KI el n e T H aC kS —Il * i 2 :_ : 1_|'_£ Faktor %
tution auf quadratische (Un-)Gleichungen transformieren: & ’

Wiirde man jetzt um 1 entgegen der Richtung der x-Achse verschieben, ergabe sich

\ nicht nur ein falscher Definitionsbereich, sondern auch ein falscher Ordinatenabschnitt: I m m e r m It ko rre kte r

y Yy

Finden Sie alle x € R, welche die folgende Ungleichung erfiillen: I\/I I m .t 1T 17 < V h "
4x+8 <9 2x a I ) 2_1 gg Verschieben um 2_2/ y % Orge enswelse
<9-27. a X & b'e
. : e : 1 1 2 =, &\ 1 nach links ' 5 9 U
Losung: Mit den Potenzgesetzen erhalten wir fiir alle x € R die Termumformung l I la O n e Oxe n Z4+1 1+35 = =41 1+3
4% = (zz)x =2 = (29)° Tatsichlich ist f(0) = sin(1) # 1. Wegen %> +1 = 7 - (x + %) muss der nach dem
Mit der Sithetitiitinn t .= 2¥  arkennen wir alen dacc ec cirh hei Skalieren erhaltene Graph um % nach links verschoben werden. u
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