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Einleitung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Aspekte der Bruchrechnung in der Praxis

m Rechenregeln beherrschen lernen ist wichtig
m Strukturen entdecken und wiedererkennen
a Anwendungen sehen
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Erlauterung

Erklarungen

m Praktische Rechenpraxis erlangt man, indem viele Ubungsaufgaben
selbst mit ,Bleistift und Papier* gerechnet werden.

® Auch ,typische Muster* zu erkennen, bedarf eigener Ubung!

m Dann gelingt es, in Anwendungen die benétigten Rechenregeln zu
erkennen.
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Briiche — Einfach betrachtet AT
Einfach neue Zahlen?

Rechnen mit Brlichen

m Mit Dezimalzahlen ist oft gelaufig: 0,5 + 0,25 = 0,75, was mit Briichen
liberraschend aussehen mag: 3 + ; = Swegen  + 1 =2+1 =2

)
m Ein weiteres Beispiel: 0,5+ 0,3333... = 0,8333...bzw. ; + § = &

5

4

m Mit Briichen gibt es auch fiir naturliche Zahlen viele Darstellungen:

5_2_4_12 100 110 _ 200
1 2 6 50 55 100
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Gewohnte Notationen
Darstellung und charakteristische Eigenschaften

Darstellung

a Beschreibung eines Bruches:
Zwei Zahlen sind notwendig, um eine (neue) Zahl g zu notieren:

q:g mita, b€ Z,b # 0

m Geometrische Veranschaulichung:
Die genannte charakteristische Eigenschaft wird besonders in

flachigen Darstellungen sichtbar, wie oben am Beispiel gezeigt.
Bruche als Beispiel besonderer mathematischer Strukturen

m Struktur wie bei komplexen Zahlen, Vektoren in der Ebene
a Struktur wie bei Umkehrabbildungen
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IT

Briche als ein Beispiel besonderer mathematischer Strukturen

Erlauterung

m Eine komplexe Zahl z wird in der algebraischen Form mit zwei reellen
Zahlen aund b gemésB
z=a+bi

geschrieben, ein Vektor v = (a b)T in der Ebene durch zwei
Komponenten a und b.

m Die Multiplikation mit einem Faktor ¢ kann als Abbildung betrachtet
werden, durch die x auf ¢ - x abgebildet wird. Die Division mit ¢ # 0
wird dann durch die Abbildung x +— 15 - X beschrieben, der
Umkehrabbildung zur eben genanten Abbildung.
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Beispiele von Brichen ﬂ(".

Eine kleine Auswahl

Prozentrechnung

Goldener Schnitt
Funktionseigenschaften
Ableitung

Konvergenzkriterien fir Reihen
Partialbruchzerlegung
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Prozentrechnung AT
Beispiel 1

m Prozentrechnung ist angewandte Bruchrechnung

m Anteil A einer Gesamtheit G auf 100 Einheiten bezogen ist der
Prozentsatz p, als Formel:

P
100

>

und besonders aufgeschrieben: % =p- 11@ = p%

m Beispiel: Indem die Zahl 1 als Quotient in der Form 1 = W
geschrieben wird, ergibt sich beispielsweise

3 3 100 3-100 1 3.20 1

—_— =60%

5 5 100 5 100 1 100
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Goldener Schnitt
Beispiel 2

In der Architektur werden immer wieder besondere Verhéltnisse
beobachtet.
Der ,Goldene Schnitt* ¢ kann als ein besonderes Langenverhéltnis

1
a_atb_a,b_,,b_4,1
a 9

b a a a

zweier Langen a und b beschrieben werden. Aus ¢? = ¢ + 1 und damit

¢? — ¢ —1 =0 folgt
. 1+v5

Beobachtung:
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Erlauterung ﬂ(".

Erklarung der Beobachtung

m Fur die beiden Lésungen ¢4 := ¢ und ¢, der quadratischen
Gleichung ¢ — ¢ — 1 = 0 gilt ¢1 - 2 = —1 nach dem Satz von Vieta.

= Damit ergibt aus ¢, = — - = — nach Erweitern mit 1 — /5 dann

12 2(1 —+/5) _1-+/5
P T T I VB (1445)-(1-vB) 2
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Eigenschaften von Funktionen
Beispiel 3

Sei f eine reelle Funktion mit positiven Funktionswerten f(x) > 0.

Wachstumseigenschaft

f ist monoton fallend, wenn fir x < y mit y = x4+ hdann f(y) < f(x)

oder gleichwertig % = f(;((j)h) <1 gilt.

x—h

Beispiel: Fur f mit f(x) = e X ist €

xh o —h 1 -
= =e =5 <1firh>0.
Anwendung

Die Monotonie rekursiv definierter Folgen (Funktionen auf IN) wird oft in
dieser Weise festgestellt.

Beispiel
Sei g > 0. Fiir ag = 1 und a1 ::q-anistag—:1:q<1,wennq<1.
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Ableitung ﬂ(".

Beispiel 4a

Differenzenquotient einer Funktion f
Fir xo und x = xg + h und damit x — xp = h ist der Differenzenquotient

f(x) = (%) _ f(xo+h) —f(x)

X — Xg h
Beispiel
Fir f mit f(x) = L und Xo := 3/ist fur h # 0, —3 dann
fo+h) —f(x) _ fB+h)—1(3) _ =53
h h h
1 —h 1

h B3+h)-3 (3+h)-3
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Ableitung
Beispiel 4b

Zur Berechnung der Ableitung einer Funktion ¢ dient die
Quotientenregel

v V2
Beispiel .
f’(X) _ COS(X) -Cos(x) — sin(x) . (_ sin(x))
cos?(x)

cos?(x)  (sin(x))?
cos?(x)  (cos(x))?2
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Ableitung ﬂ(“'
Beispiel 4c

Zur Berechnung von gewissen Grenzwerten kann die Regel von de
I'Hospital verwendet werden.

Voraussetzungen

m Funktion fist als Quotient% differenzierbarer Funktionen gegeben.
m Es streben g und h beide gegen 0 oder beide gegen oo flir x — xg.

Beispiel
Far f mit f(x) = x - In(x) gilt
f(x) = x-In(x) = '”SX)
X
1 X2
und damit lim f(x) = lim & = lim —— = lim (-x) =0
x—0 x—0 -z x—=0 X x—0
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Karlsruher Institut fur Technologie

Erlauterung ﬂ(".

Erklarungen zum Beispiel

m Zuerst wird der erste Faktor als Bruch geschrieben: Es ist x = }

X
a Damit sind die Voraussetzungen der Rechenregel von de I'Hospital
erfallt.

a Nach der Anwendung wird noch der Doppelbruch vereinfacht.
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Konvergenzuntersuchung von Reihen AT
Beispiel 5

Sei Y aj eine Reihe.
Vergleichskriterium
Seien ap > 0 und b, > 0. Wenn

. a -
lim =2 existiert und lim =2 ;é 0
n—oo bp n—oo bp

gilt, dann ist }_ a, genau dann absolut konvergent, wenn dies fir }_ by, gilt.

Quotientenkriterium
Seien ap # 0. Wenn

ant1

<g<i fur fast alle n
an

gilt, dann ist }_ a, absolut konvergent.
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Konvergenzuntersuchung von Reihen Il
Beispiel 5 (Fortsetzung)

Fiir ¥ & K3 mit a, = "+3 ergibt sich

an41
an

_ k+1+3 2K
T okt k+3

<

ktd 1
k+3 2

(k+3)+1

K+3
1
14—
(+o13)

fur fast alle n, sodass )_ a, absolut konvergent ist.
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Partialbruchzerlegung
Beispiel 6

Sei f eine rationale Funktion mit
p(x) anx"+...+ajx+a
q(x)  (x=xo) - (x = xm)
und Polynomfunktionen p und g mit g(x) = (x — xp) - - - (X — Xm).

Dann kann f(x) als Summe von ,elementaren” rationalen
Funktionstermen der Art

dk
(X — X )k
beschrieben werden.
Beispiel

6 3 3
x2—1 x—1 x+1

fir x # 1 und x # —1
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Beobachtungen in der Unterrichtspraxis AT
BeiSpiele pm—"

Briiche werden immer wieder versteckt, vermieden oder ,libersehen®.
Beispielsweise in

a Formeln
@ Rechnungen
m scheinbaren Begriindungen (,Beweisirrtimern*)
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Formeln scheinbar ohne Briiche ﬂ(“‘
Beobachtungen 1

Diskontierung
Der Barwert einer jahrlichen Zahlung Bj ist

n
1
B = Bp- 27/(
k=0 (1+ 155)
i 1
= By-
=0 (1+0)
n
= BO . Z Vk
k=0
i 1 . P
mit v := R und i := 15
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Vermeidung von Quotienten Q(IT

Beobachtungen 2

Wurzelkriterium statt Quotientenkriterium zur Konvergenz
Es wird gerne
\/lak|  statt
]

Ist beispielsweise { %7 Wirklich rechnerisch einfacher als

Ak+1
ag

betrachtet.

a1 k+1 _k+2-2+1 1
ax k+2 k+2 N k+1

zu behandeln?

Anmerkung
Hier ergibt keines der genannten Kriterien eine Konvergenzaussage.
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Beispiel zu Grenzwerten ﬂ(".

Beobachtungen 3

Es wird teilweise nicht gesehen, dass Briiche eigenstédndige Zahlen sind.
Hier ein Beispiel zu Grenzwerten:

Fehlerhafte Anwendungen der Grenzwertsatze
Esist lim 1 =0, denn:
n—oo N

1 lim 1 1
lim — =222 _— _ =90
n—oo N limn oo
n—oo

Alsoist1 =0-00?

Die Anwendung von Rechenregeln erfolgt im Beispiel nicht im richtigen
Rahmen.
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Erlauterung ﬂ(".

Die Anwendung von Rechenregeln erfolgt im Beispiel nicht im richtigen
Rahmen.

m Es ist moglich, 15 kann als Quotient zweier Zahlen anzusehen. Ist dies
far das Ziel hilfreich?

a Entscheidend ist, dass die Voraussetzungen der Grenzwertsatze nicht
beachtet werden: Beide Folgen missen konvergieren (und der
Grenzwert der Folge im Nenner muss ungleich 0 sein).

m oo ist keine reelle Zahl, sodass der Quotient hier nicht definiert ist.
Dies verdeutlicht die anschlieBende Frage der angeblichen Gleichheit.
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Mégliche Folgerungen fiir den Unterricht an der T
Hochschule

Erfahrungen und Ideen

m Anfangliche Wiederholung von Rechenregeln wenig motivierend (da ja
Neues erwartet wird)

a Umgang mit Brichen im Kontext der Themen der
Hochschulmathematik Gben — dies gelingt oft erfolgreich

m Kombination mit Potenzen bietet viele ,angewandte*
Ubungsméglichkeiten
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Ausblick AT

Alltédgliche Anwendungsbeispiele in den Naturwissenschaften

Grundlegende Rechentechniken in naturwissenschaftlichen und
technischen Anwendungen — eine kleine Auswahl:

m Dimensionierung chemischer Reaktionen: Allgemeine Gasgleichung

m Optimale Arbeitsumgebungen fiir Computer: Widerstand eines
Halbleiters

m Untersuchung chemischer Prozesse: Geschwindigkeit chemischer
Reaktionen

m Versuchsplanung und statistische Auswertungen: Kombinatorik und
Wahrscheinlichkeiten
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Allgemeine Gasgleichung ﬂ("'

Ausblick 1: Dimensionierung chemischer Reationen

Fir die Dimensionierung einer chemischen Reaktion ist eine bestimmte
Stoffmenge n vorzugeben, oder — als Reaktionsprodukt — zu bestimmen.
Fir Gase kann die Stoffmenge n einfach aus den messbaren GréBen T,
p und V mittels der allgemeinen Gasgleichung bestimmt werden.

a Allgemeine Gasgleichung:
p . V = n . R . T

a Und wo sind hier die Briiche?

m Je nach Fragestellung oder experimenteller Betrachtung sind
verschiedene Sichtweisen méglich, die durch Umformungen obiger
Gleichung ausgedriickt werden.

m Es kann ein Wert einer GréBe in Abhangigkeit der anderen GréBen
bestimmt oder der Zusammenhang zwischen zwei GrdBen betrachtet
werden. Hierbei ist R eine Konstante.
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Allgemeine Gasgleichung Il
Ausblick 1 (Fortsetzung)

m Frage: Bei einer chemischen Reaktion entstehen 200 ml
Wasserstoffgas bei Raumtemperatur T und Normaldruck p. Wie grof3
ist dessen Stoffmenge n?

_p T
=RV

m Experiment: Es wird ein gasférmiger Stoff betrachtet. Wie &ndert sich
das Volumen V einer bestimmten Stoffmenge n, wenn der Druck p bei
konstanter Temperatur T variiert wird?

V:n-R-T:

1

Die Bruchgleichung wird — sprachlich — als umgekehrt proportionaler
Zusammenhang zwischen p und V bezeichnet.
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Widerstand eines Halbleiters
Ausblick 2a: Optimale Arbeitsumgebungen fiir Computer

Halbleiter in elektronischen Bauteilen werden mit einer konstanten
Spannung U versorgt. Ihr Widerstand R und damit der flieBende Strom /
ist von der Temperatur T abhangig.

m Widerstand R in Abh&ngigkeit der absoluten Temperatur T:

R(T)=Ry-e?

m Relative Anderung des Widerstands, wenn die Temperatur um AT
steigt:

b
R(T+ AT) = eT+AT = eT+bAT7$ = e_ T(?—iZT)
R(T) o7
m Aus U = R/ ergibt sich die Stromstéarke / zu
1
I=—=-U
R

Bei konstanter Spannung U steigt somit der Strom /, wenn T steigt.
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Erlauterung

Folgerung aus dem Zusammenhang / = % - U

R
Mit steigender Temperatur T wird der Widerstand R im Halbleiter
geringer.
Das heiBt, der Kehrwert L wird groBer.

Bei konstanter Spannung U steigt somit die Stromstarke /, wenn die
Temperatur T steigt.

Daflir sind die Bauteile nur bedingt ausgelegt (es gibt eine maximale
Stromstéarke, bis zu der die Bauteile zuverlassig funktionsfahig sind).

Salopp formuliert: Gekihlte Chips ,leben l&anger*.
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Geschwindigkeit chemischer Reaktionen
Ausblick 2b: Untersuchung chemischer Prozesse

m Die Geschwindigkeit R einer chemischen Reaktion h&ngt von den
Konzentrationen der Stoffe ab, zum Beispiel flir 2Hs + Oo — 2H>O
geman

R=k-[Ho]? (O]
mit ,Geschwindigkeitskonstante” k.
m Die Geschwindigkeitskonstante k hangt von der Aktivierungsenergie

E, und der Temperatur T ab (und einem Geometriefaktor A):
E

k=A.e RT

Beobachtung: Die mathematische Struktur dieser Formel ist zu obiger
Formel fir den Kehrwert des Widerstands
1 1

vergleichbar.
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Kombinatorik und Wahrscheinlichkeiten
Ausblick 3: Versuchsplanung und statistische Auswertung

® Auswahl von k Objekten aus n:

ny n! B n.(n_‘])...‘]
<k>_ (n—k)!-k'  (n—k)---1-k---1

® Wahrscheinlichkeit einer solchen zufélligen Auswahl

1
(k)
m Beispiel: Sechs Richtige im Lotto?
1 1 _ 6!
(469) 7(4;%’)!.6! 49-48-47-46-45-44

m Vereinfachen und Abschéatzen fihren zu einer Vorstellung, wie viele
Maéglichkeiten es gibt und somit wie klein die Wahrscheinlichkeit ist.
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Zum Kontext des Vortrags
Quellen und Hinweise

a Bildungsplan 2016 fir das Gymnasium in Baden-Wirttemberg

m Zertifikatsklausur 2016 zum Vertiefungsfach Mathematik in
Baden-Wirttemberg

m Kurse des MINT-Kollegs Baden-Wirttemberg zur Vorbereitung und
zum Einstieg in natur- und ingenieurwissenschaftliche Studiengange

m Bild der Wissenschaft, Heft 2/2016, Themenschwerpunkt Lernen
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